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ie man seit langem weil3 [S, p, 2141, ist ein gemei~samer Subnor 
malteiler zweier Untergruppen H, K nicht notwendig subnormal in ihrem 
Erzeugnis (H, K). Da das die Quelle vieler Schwieri keiten ist, ist es 
erwiinscht, Zusatzvoraussetzungen allgemeiner Art zu finden, welche diesen 
hlua do& ermiiglichen. Der erste solche Satz ist kurzlic 
aier veriiffentlicht worden: Ein aujl6sbarer ~~meinsam~r 
zweier vertauschbarer endlicher Gruppen ist au& in 
subnormal 131. Herr Maier hat vermutet, dal3 die V 
Auflosbarkeit entbehrlich ist. Das wird im folgenden bestl 
behandeln wir eine allgemeinere Frage: Gegeben sei ei 
einer endlichen Gruppe G (kurz: A < G); man miichte e~ts~he~de~~ ob A in G 
subnormal ist (A sn 6). Wie kann man die ntnis zweier (notw~~d~g 
vertauschbarer) Untergruppen H, K von G mit = G ausnutzen 
Die gefundenen Antworten fassen wir in zwei zen zusammen. er erste 
gibt notwendige und hinreichende ~eding~n~e~l fur A sn HK under 
verschiedenen Armahmen iiber die Lage von A zu 13 und K. Wir be~~~~e~ 
die Abk~rz~~gen A” = x-Ax, AX = (A” / x E X). 
%ATZ 1. Seien H, K zwei vertauschbare e~dl~~~e ~~ter~r~~~e~ einer 
Gruppe. Set A < HK. Dann ist jede deer ~~~hstehe~de~ ed~~l~~~~e~ 
~~e~~~~~erti~ zu A sn HK. 
(a) Falls A < H und A < K: A sn If und A sn 
(b) Falls A < H: A sn(H, Hk)fii2 jedes k E K. 
(c) Stets: A snAH und A sn A”. 
ie man leicht sieht, ist Satz Ia (Maiers ~e~rn~~~~g) ~l~i~hw~~~g zu 
(Ia’) Seien H, K zwei vertauschbare endliche ~~te~~r~~~e~ kner 
Gruppe; sei H n K = M, HK = G. Dann ist S~b~o~rna~te~~@~ aon 
G in M (der subnormale Kern van M in G) 
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Das Hauptergebnis ist Ic. Aus ihm gewinnen wir mit Hilfe eines 
Kriteriums fur A sn AX (Satz 2.1) Bedingungen, die fur Subnormalitat in HK 
hinreichen und somit ebenfalls, wie die von Satz I, als Kriterien fur Nichtein- 
fachheit von HK dienen konnen: 
SATZ II. Sei A < HK. 
(a) FCr jedes x E H U K gelte A sn AA” = A*A. Dunn ist A sn HK. 
(b) Fur jedes x E HU K gelte A sn(A, AX). Bezeichnet A% den 
kleinsten Normalteiler von A mit nilpotenter Faktorgruppe (Nilpotenz- 
residuum), so ist A” sn HK; wenn A perfekt ist (A = A’), so ist A sn HK. 
(c) Ftir jedes x E H U K sei AAX = AXA. Ist P eine normale 
Sylowgruppe von A, so ist P sn HK; ist A nilpotent, so ist A sn HK. 
Offene Fragen und Gegenbeispiele gegen naheliegende Vermutungen 
finden sich in Abschnitt 3. Wir betrachten nur endliche Gruppen. 
1. HILFSMITTEL 
Wir bezeichnen die Menge der Primzahlen mit Ip. 
(1.1) Sei 71 E ip. Das Erzeugnis subnormaler rc-Untergruppen von G ist 
eine subnormale n-Untergruppe von G [5, (lo)]. 
(1.2) Sei H eine maximale Untergruppe von G. Dann stimmen der 
normale Kern und der subnormale Kern von H in G iiberein. 1st A sn G und 
A<H, so ist AG<H. 
Der erste Teil ist eine Umformulierung eines Lemmas von Deskins [ 11; ein 
anderer Beweis (mittels 1.6) steht implizit bei Maier [3]. Der zweite Teil 
folgt unmittelbar aus dem ersten. 
(1.3) Sei HK = KH. Dann gibt es zu jedem p E [P Sylowgruppen H, 
von H und Kp von K, derart da13 H,K, ejne p-Sylowgruppe von HK ist [2, 
VI.4.71. 
(1.4) Sei A eine p-Untergruppe von G. Dann ist jede der beiden 
folgenden Aussagen gleichwertig mit A sn G: A liegt in jeder p-Sylowgruppe 
von G. Fur jedes g E G ist A sn(A, Ag). 
Der erste Teil folgt aus 1.1. Der zweite Teil hat in anderer Form, als Satz 
i.iber Engel-Bedingungen, eine lange Geschichte [4, p. 521 von Zorn 1936 bis 
Alperin-Lyons 1971. Die obige Fassung stammt aus [8]; sie wird dort auf 
Untergruppen beliebiger Ordnung verallgemeinert: 
(1.5) Sei A < 6. e der beiden folgenden ~~~~ag~~ is 
mit A sn G: Es ist A sn Ag) fiir jedes g E 6. Aus g E G u. 
folgt g E A [S, ( 
(1.6) Sei sn G. Dann enthalt der ~~~~~~i~§at~~ van jeden 
einfachen n~~htabels~ben Subnormalteiler von G und jeden rni~~rn~~e~ 
~~rma~tei~er von G 1-7, (l)]. 
A,) AZ,..., A, < 6; fur jedes dieser ~~~~~~~ gelte 
arm ist jedes der ~il~ote~zre Az Sn(Ai 9 A; 9~1.3 A~q)1 
wenn stets A,A, = A,A, ist, so ist A, sn(A,, A*,..., A,) [9, (2.2), (2.3)j. 
eis uon la. Angenommen, Satz Ia sei faisch. 1-192 gibt es ~r~p~~r~ 
9 K, A mit 6 =HK, A sn H, A snX, aber nich sn G. “Links: diesen 
eispielen betrachten wir ems, fur welche 
IA / minimal ausfailt. Dann ist 
nen ausfiihrt, erhalt man der 
Aussagen: PI ist eine maximale Untergruppe von 
H in 6 ist 1 (sonst ware A sn AN sn 6); der subnor 
1 (nach 1.2); jeder echte Subnormalteiler von A ist 
eine Primzahl p, oder A ist eine einfache 
Den Fall /A 1 = p fiihrt Maie 
~-~y~~wgru~pen HP und K,, 
enthalt die subnormale p- 
enthalt alle Konjugierten Ak. Somit ist (Ah; A”) in der p-Gruppe 
e~thalteu und daher eine p-Gruppe. ~ra~sformat~on mit h- zeigt, da?3 jedei 
Erzeugnis (A, Ag) eine p-Gruppe ist (g E G); em g 133 skh in der Form 
kh- schreiben. Nun folgt nach 1.4 die falsche ussage A sn 6. Damit ist der 
Fall /A / = p ausgeschlossen. 
Fur den Fall, da13 A einfach und ~i~htabels~~ ist, andern wir diesen 
eweis ab, indem wir anstelle des auf ~-U~te~gru~~~~ bes6~~~~~~e~ Subnor 
ma~it~ts~riter~~ms 1.4 seine ~erallgemei~eru~ I.5 a~~~e~~~~? und zwar 
nicht auf A, sondern auf 
B:=(A”/mEM)mitM:=jmEG/A”slzH,IQ”sn 
en IEMEG, A<B, und nach 1.1 gilt . Wegeiz 
und A” < B < N gilt ferner 
(a) A” sn B fiir jedes m E LW. 
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Mit m = 1 folgt, da13 B nicht subnormal in G ist, sonst ware A sn G. Nach 
1.5gibteseinhEHundeinkEKmit 
(‘/3) hk E {Bhk, B)\B. 
Durch Transformation mit k- erhalten wir 
(y) kh E (Bh, Bk-) = (Am*, Amk- 1 m E M). 
Hieraus folgt nach 1.6: kh E N,(B). Denn jede der in (y) auftretenden 
Konjugierten von A ist ein einfacher nichtabelscher Subnormalteiler von H 
oder von K, und in beiden Gruppen ist B subnormal.-Nach einer in [2, 
VI.4.121 allgemeiner entwickelten Schlurjweise zur Untersuchung 
faktorisierter Gruppen kiinnen wir folgern, da13 N,(B) mit kh such stets k 
und h einzeln enthalt. Wir haben Bkh = B und daher 
(6) Bk = Bh-. 
Aus (a) wissen wir A mk sn Bk sn K, also ist Amk sn K. Ebenso folgt mittels (6) 
such Amk sn Bk = Bh- sn H und somit Amk sn H. Fiir jedes m E M ist also 
Amk sowohl in H wie in K subnormal. Die Definition von B ist so gewlihlt, 
dal3 hieraus mk E M, Mk = M, Bk = B folgt. Jetzt folgt nach (6) such 
Bh = B und somit Bhk = B, und (f3) ergibt den gewiinschten Widerspruch: 
hkE0. 1 
Beweis von Ib. Nach Voraussetzung ist A < HK = G und A sn(H, Hk) 
fur jedes k E K. Da jedes g E G in der Form hk dargestellt werden kann, ist 
A sn(H, Hg). Hieraus folgt wegen A <H erst recht A sn(A, Ag). Nach 1.5 ist 
A sn G. 1 
Beweis von Ic. Nun wird A < HK und A sn AH, A sn AK vorausgesetzt. 
Wegen AH 4 (A, H) =: H* folgt A sn H*. Ebenso ist A sn(A, K) =: K*. Nun 
ergibt Satz Ia die Behauptung: A sn H*K* = HK. 1 
Zur Anwendung von Satz Ic braucht man Kriterien fur A sn AX oder, was 
wegen A <AX Q (A, X) auf dasselbe hinausltiuft, Kriterien fur A sn(A, X). 
Wir zeigen: 
SATZ 2.1. Seien A, X< G. 
(a) FzYr jedes x E X sei A sn AA” = AxA. Dunn ist A sn(A, X). 
(b) Fir jedes x E X sei AAX = AXA. Sei P eine normale~Sylo~gruppe 
von A. Dunn ist P sn(P, X). 
Beweis. (a) Aus A sn AAX folgt durch Transformation mit den 
Elementen der Gruppe X, dal3 fur x, y E X stets AX sn AxAY gilt. Nach 1.7 
folgt A sn AX := (A”IxEX)4(A,X). 
(b) Nach 1.3 ist PPx = P”P eine Sylowgruppe von AA” Wr jedes 
x E X. Das ergibt P sn PPx. Nach (a) ist P sn(P, X). 1 
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ewe& van Satz II. In IIa wird vorausgesetz dAsnAA”fiir 
s x E HU K. Satz 2. la ergibt A sn(A, H) u 
folgt A sn HK, wie behauptet. Ahnlich einfach sind 
ergibt A% sn(A, H)) und von IIc (2.lb ergibt P 
owgruppen von A subnormal in EM. sie A erzeugen, :s! 
3. ERGXNZENDE 
arum hat es fast 40 Jahre gedauert, bis der erste Satz vom ‘“Sub 
AsnH, AsnK,... s-A sn(H, K) g&mien wurde? 
Antwort diirfte lauten: Weil alle naheliegenden Verrn~tn~g~~ in dieser 
ichtung falsch sind. Zum Beispiel geniigt es nicht, eine der beiden 
malitatsvoraussetzungen durch Normalitat zu ersetzen, etwa A sn 
A Q N. Nicht einmal A < Z(H), A sn K geniigt fiir A sn( 
folgenden Gegenbeispiel ist H zyklisch von der Ordnu 
]A / = 2. 
.I. In GL(3, p), 2 <p E P, betrachten wir die ~~~~rgr~~~e~ 
= (a, h), K = (a, k) mit 
k= 
~~g~si6btli~h ist A < Z(H), A sn K. Angenommen, es sei A sn(ld, K). Dann 
folgt fiir 
B := k-Ak= (b), 
und somit such B sn(b, h) gilt. er index rI B in (b, k) 
ist, folgt weiter B Q (b, h). Wegen = 2 liegt im Zentrum 
van (6, h). Es ist aber [b,h] = h* # 1. 
Satz II angegebenen hin~ei~be~d~n eding~~ge~ ftir 
wenn man H = K = 6 spezialisiert, unnotig star&e 
edi~g~~ge~ fur A sn G, wie ein Vergleicb mit den bekannten Kritericn [g] 
zeigt. Nach diesen konnte man z.B. vermuten, dafl jede der folgenden 
edingungen hinreicht fur A sn HK: 
(a) AAX= A”A fur jedes x E HU K. 
(b) A sn(A, A”) fur jedes x E H U K. 
(G) A sn(A, x) fur jedes x E HU K. 
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Ob eine dieser Vermutungen zutrifft, bleibt offen. Bemerkenswert ist, da13 die 
beiden ersten, welche schdne Verscharfungen von Satz II darstellen wiirden, 
keinesfalls auf dem Weg iiber die entsprechenden Verscharfungen des 
Satzes 2.1 bewiesen werden konnen. Diese gelten n%nlich nicht: 
(3.3) Seien A, X< G. 
(a) Aus AAX = AxA ftir jedes x E X folgt rticht A sn AX. 
(b) Aus A sn(A, A”) fiir jedes x E X folgt nicht A sn AX. 
Wir zeigen dies durch Beispiele, die such manches andere denkbare 
Subnormalitatskriterium widerlegen. 
BEISPIEL (a). Wir bilden eine Gruppe, H als das semidirekte Produkt 
einer elementar abelschen Gruppe (a, b) der Ordnung 7’ mit der Gruppe (c) 
der Ordnung 3, die von dem Automorphismus c: a t-+ a’, b I+ b4 erzeugt 
wird. H hat die Ordnung 3.7* und besitzt einen Automorphismus 
d: a b b F+ a, c H c- der Ordnung 2. Wir delinieren G als das semidirekte 
Produkt von H mit X := (d). Setzen wir A := (a, c), so ist 1 A ] = 3.7 und 
A<HgG, Ad = (b, c), A nAd = (c), JAAd( = 3.7’ = 1 HI. 
Daher ist AAd= H =AX, also AA’=A”A fiir jedes x EX. Es ist aber nicht 
A sn H. Sonst ware wegen 1 H : A ] = 7 E Ip sogar A 4 H, also such Ad 4 H 
und somit (c) = A f? Ad a A; das ergabe [a, c] = 1 im Widerspruch zu 
UC = u2. 
BEISPIEL (b). In der linearen Gruppe G = GL(n,p) mit IZ > 3, p E IP 
betrachten wir die zwei zyklischen Untergruppen A, X der Ordnungen p und 
n mit den Erzeugenden 
von denen die erste nur ein Element # 0 auBerhalb der Diagonale hat und 
der zweite eine zyklische Permutation darstellt. Die Konjugierten x-u,x mit 
1 # x E X haben ihr einziges Nichtdiagonalelement unmittelbar oberhalb der 
Diagonale. Sie erzeugen die Gruppe P der oberen Dreiecksmatrizen. P ist 
eine p-Sylowgruppe von G [2,11.7.1], also sind die y1 - 1 Gruppen A”, 
1 # x E X, subnormal in ihrem Erzeugnis. Transformation mit y E X ergibt, 
da13 nicht nur je zwei, sondern sogar je n - 1 der n Gruppen AX subnormal in 
is sin& Aber A ist nicht su 
also wHre A” nach 1. B 
und aul3erdem das Element a, enth&. 
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